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Введение. При исследовании тензорных упругих полей 
перемещений, напряжений и деформаций в слоистых 
конструкциях из различных материалов, включая 
трансверсально-изотропные композиты, успешно 
применяется эффективный метод скаляризации тен- 
зорных полей. Данные поля могут быть выражены 
через скалярные потенциалы, соответствующие ква- 
зипродольным, квазипоперечным и чисто поперечным 
волнам. Такая скаляризация возможна, если рассмат- 
риваемые объекты являются тензорами относительно 
подгруппы общих преобразований координат, когда 
локальный аффинный базис имеет один инвариантный 
вектор, который совпадает с осью материальной сим- 
метрии материала. При этом в известных работах рас- 
сматриваются конструкции, где этот вектор совпадает 
с нормалью к границе между слоями. Однако, для 
практики представляют интерес и другие случаи вза- 
имного расположения оси материальной симметрии 
материала и границы между слоями. 

Целью является дальнейшее развитие применения 
метода скаляризации в граничных задачах динамиче- 
ской теории упругости на случаи произвольного рас- 
положения оси материальной симметрии по отноше- 
нию к границе между слоями. 

Методы 
методический аппарат разработан на основе использо- 


исследования. Предлагаемый — научно- 
вания обобщенного метода скаляризации динамических 
упругих полей перемещений, напряжений и деформаций в 
трансверсально-изотропных средах. 

Результаты исследования. Получены новые расчетные 
соотношения для определения полей перемещений, 
напряжений и деформаций в трансверсально-изотропных 


средах на случаи произвольного расположения осей 
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материальной симметрии материалов слоев по отно- 
шению к границам между слоями. 

Обсуждение и заключения. Предлагаемый научно- 
методический аппарат успешно использован при 
определении напряженно-деформированного состоя- 
ния в слоистых конструкциях, выполненных из транс- 
версально-изотропных материалов, и при анализе ре- 
зультатов диагностики состояния плоскослоистых и 
слоистых цилиндрических конструкций, находящихся 
в эксплуатации. 


Ключевые слова: метод скаляризации, трансверсально- 
изотропная среда, акустические волны, композиционные 
материалы. 
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Введение. При исследовании тензорных упругих полей перемещений, напряжений и деформаций 
в слоистых конструкциях из различных материалов, включая трансверсально-изотропные композиты 
[1-3], успешно применяется эффективный метод скаляризации тензорных полей, предложенный в [4], 
когда отмеченные поля могут быть выражены через скалярные потенциалы, соответствующие квазипро- 
дольным, квазипоперечным и чисто поперечным волнам соответственно. 

Такая скаляризация возможна, если рассматриваемые объекты являются тензорами относительно 
подгруппы общих преобразований координат, когда локальный аффинный базис имеет один инвариант- 
ный вектор, который совпадает с осью материальной симметрии материала. В [5] рассматриваются кон- 
струкции, где этот вектор совпадает с нормалью к границе между слоями. Однако для практики пред- 
ставляют интерес и другие случаи взаимного расположения оси материальной симметрии материала и 
границы между слоями. 

Цель исследования. Целью работы является дальнейшее развитие применения метода скаляриза- 
ции в граничных задачах динамической теории упругости на случаи произвольного расположения оси 
материальной симметрии по отношению к границе между слоями. 

Постановка задачи. Первоначально в системе координат с допустимым репером находятся ком- 
поненты тензоров перемещений и напряжений относительно этого репера. Затем, зная все компоненты 
тензорных полей в данной системе координат, можно путем перехода к системе координат, связанной с 
границей между слоями найти нормальные и касательные компоненты перемещений и напряжений, со- 
ответствующие площадке, лежащей на границе. Эти компоненты далее используются для удовлетворе- 
ния граничным условиям задачи [5]. 

Более подробно изложим вышесказанное на примере решения задач для плоскослоистых кон- 
струкций. 

Рассмотрим случай, когда главная ось симметрии трансверсально-изотропного материала со- 
ставляет угол © по отношению к нормали поверхности плоской границы между слоями (рис. 1). При 


этом считаем, что поле не зависит от координаты у. 





ЕК 


Рис. 1. Расчетная схема 


Механика 


259 


Вестник Донского государственного технического университета. 2018. Т. 18, № 3. С. 258—264. 155М 1992-5980 е155М 1992-6006 
Иезший оГ оп ие Тесйшса! Отуегуйу. 2018. Ио. 18, по. 3, рр. 258—264. 155М№ 1992-5980 е155М 1992-6006 





Расчетные соотношения 
В соответствии с [4]: 


17) 


(р) Г 1 
[ОА - [5% +572, У ‚9+5 уу +857 ж+ 8 (6—6); 
8 


(2) 
с, б.н +4 ‚5767 +4, бум, и, У,У,)ф+ (1) 
(Г) (Т) 
+(а, 2,У, +, ‚575иу, + СА ‚+4. У У У )и+ 


+2 ва, (У 55" УМУ + аи (616 515 УК) у. 


Компоненты тензорных полей перемещений И, и напряжений 5, в системе координат, связан- 





ной с анизотропией материала хх“ › могут быть записаны следующим образом: 
(Г) 


В (В (Г) г. (т) 
= &(Р+Ь, + (= В, ш+а)и; 
8 
(2) (В) (Т) й в 
к = ВР, ф- Ве (Т) ; 
2 (2) 
(р р В (г) т 0 0 ый 
о =[а+4,-(4:+4.)5 ф-+т5(а+а.+а:-а.5`)»; 
1 (2) (22 000 (Г) ] (0 (т) 
ео 4; 6 В+а, рев 4-4, ); 
(2) (7) 4 (т) (т) (Г) (Г) 


2 . 2 
бк =(Ч+а.В ф-т 5 (4-4. В)». 
Здесь потенциалы квазипродольных ф и квазипоперечных у волн должны удовлетворять волновому 


(2) (Г) 
уравнению с соответствующим волновым числом & ( & или & ) и имеют вид: 

















ф= фе Ех” е’ В ей - 
(Г) й (Г) к (3) 
ж= ие Ех е! В хк , 
ф 
гдеё +В’ ==”; (д+8”) =0. (4) 
и 
Входящие в (2) коэффициенты Д и 4, определены в [5] и имеют вид: 
(2) 
(р) - 
8 (С, +Си) | 
ее о) ВОИ , 
в’р-й” Си (2° (С С, -Си) 
и. 9 
р _& фр-й (2С„+С,)-(=-Й С, __& р 
о В 
й юр-й Си- (а -Й (С, -С,-Си) 8-й 
(Г) 
Е (т) ео бы, 
В в = (т) пи} (5) 
Е в’р-й" (2Си +Сз)-(2"-®)С 
М>) (2) (2) (2) (2 (В (2) (Р) (2) ([) (2) (2) 
2 о а, === а, -й(2а, О, +а, О. +а. 0); 
В (2) (> (р (1) (2 
о а, бар. +2а.(20-+2,); 4, =2а, О; 
= (т) 
а. (Г) т 0 (г) 2 т) 
5= а, =а, &(-Б)+а; 8-тВ ; 
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(Г) 





(Г) г) (1) (Г) г) р? (т) 
4, =а, 81-0.) +2а, а+а;| &-т р, |; 
5 
(т) 
(Г) (Г) (г (72| (т) ] 
4; =2а, &+2а.| #2. у |; 44 =2а, В, д; (6) 
8 8 
. 1 . 1 . 
а, =Си-2а,; а, =5(С,-С.); а =5 (С, +С:)+Сь +Сы 44; 
1 
а. = ый -С›)+Си;а; =С,+С,-2(С,+2Си), (7) 


где С, — модули упругости материала, записанные по свернутому индексу [6-7]. 


В формулах (5) и (6) для этих коэффициентов: 
_  с0$0 : _ 510 . _ 8. 
— соз(о+ 0) 7 — соз(о+ 0) РЕ ый с0$( +0) ` 
В граничные условия динамических задач теории упругости входят компоненты перемещений 


О., 0, и напряжений б., б.., записанные в системе координат 2 , х ‚, связанной с границей (рис. 1). 


2х? 


Л К > 
‚ х` связаны между собой соотношениями [8]: 


Системы координат 2, х их 
Е=-х“ шах” соза: Хх =х^ со ах” зта (8) 
или: 

х^ =Хс0$“—2510;х’ =Х 510, +2 ©0850. (9) 

Используя соотношения (8) и (9), по формулам [5]: 

т т 
0, “а. —. А. - 
ох' ИВ: Г: Вы 


где коэффициенты с чертой относятся к системе координат 2 ‚ х (назовем ИХ «НОВЫМИ» координатами), 


(10) 


а без черты к системе координат х”, х^ («старые» координаты). 


Запишем компоненты полей перемещений (0., И, и напряжений б., б.,, входящих в граничные 


2х? 
условия через компоненты (2): 

О. = сова О, - зах; 

О, =эта О, +соз ох; (11) 


б.. = 605’ мо, -зт2ао к +51” акк; 
в 1. . 
б. =512а(с, -ск)+@- 29" 9). (12) 


В «новых» координатах потенциальные функции (3) имеют вид: 


ми (о (р 
и: Хзша-+2 со 9) 7 Хс0$9.-2 эта.) . 
ф = фе 5 ( де В( ) 


2 


(Г) (Г) 
1Е (уяпа+7 08а) 1 В (хс050.—2 зш 0) 


®= ие 


2 


а перемещения (11) запишутся следующим образом: 


Т Г. 
> КОЛО (Г) = т 0 ф- (Г) Е (т) _ 
И. =созо[ 6 (2+20,)ф+(-ВБ, о 2)" -зшто[ 6 О, ф+(-2, Ре 2)" (13) 
8 8 
(Г) (Г)(Т) 
Е с Е _ Фо ФЕВ _ 
И, =зто[КО+ ,)$+(-Б; + 8)" +созой В В, ф-Б, ми] (14) 
8 8 


Здесь волновые числа &, В, © определены относительно «старого» репера (рис. 2). 
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Рис. 2. Схема «взаимосвязи» волновых чисел 


Волновые числа &, В, которые являются проекциями вектора 2 на «старый» репер х”, х^ и 


волновые числа ©, в. которые являются проекциями вектора 2 на «новый репер» 7. ‚ х связаны меж- 


ду собой следующими соотношениями: 








_  с0$0 _  с0$0 с ор_ 900 _ 510 . 
зш(а +0) ы с0$(0-+ 0) -_ зт(о + 0) г с05(© + 0) 2 





бы +0) соз(а+0)’ 


Подставляя (15) в (14), получим выражения для перемещений в «новых» координатах: 





и (2 (о т (Г) 
0. 18. (+0965 р бе (-соз0 р, — 909% я 
05(% + 0) с0$(о + 9) 
_ (0 с0805то 2 @  зтдсоза 2 9 зш(а+0)соз@ Ша 
9, =1а,[- о +Ь,) + РБ +а , (16) 
со$(а, + 9) с0$(© + 9) с05(о + 9) с05(© + 0) 
где, в соответствии с (13) и (15): 
.ы к (г (Г) 
ф=фе*“е*; т= ме“ "ео". (17) 


Аналогично, используя (2), (14) и (15), из (12) получим соотношения для компонент напряжений, 


входящих в граничные условия задач: 























шим ШО 20 102 @) со50зт0 2 ., Ф Ф зшо 
б_ ={с05? ма+а,-(а+а,)— ^^ —е?]+зт2а(-а ча, е?+ т? о(а- а, ^^ 92 ф+ 
== 0—0 “за +6у** 1 © й оз(а+6** (а, “оа+в) "$ 
воза с050 ел е соз° 0 2) | 510 г 0 (7 со5’0 ел 
с0$(© + 0) Е * со5? (+0) 5 с0$(0+ 0) 5 “сока +в)” 
с050 ФФ  со’0 ® _ 
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со$(а + 9) с05`(@+0) 
1. О 0 Ф  со520 2 @ 50 © . 1 © соз0зт@ 9 — 
5. ={ эш2а[а,-—(а,-+а,)——— в? 21-а-2 51? о) (-а,-+а 21 ф+ 
2х — [4,- (а, “сова +6)* “сои +0) | ( х> 3 “со а+6) "9 
(т) (т) (т) 29-х? 0 : (т) (Г) 2 (Г) 
Е а Пт (18) 
2 со$(а, + 0) с05° (&+0) ^ с0$(+0) 2 с0$`(&+0) 


Таким образом, компоненты перемещений и напряжений, входящие в граничные условия (систе- 
ма координат 2, х связана с границей), определяются соотношениями (16)—(18), где проекции волново- 


го вектора & в системах координат 2, х их”, х^ связаны соотношениями (15). 


Используемые в [5] матрицы С, характеризующие волновые свойства слоев [9-10], и которые 
являются основными элементами при построении конкретных решений граничных задач в слоистых 


В р://уезииК.Чопзеа.ги 


конструкциях в данном случае, когда оси 2. ‚ ея образуют с компонентами репера г“, е^ угол @, имеют 


вид: 
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с- бо С) (19) 
С ба 
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о, 4, (а, оо +0)* оао) ) 9° “сов (а +6) =" 
1. 0 0) (7) 1) соз? 0—эт” 0 | эт 0 19 @ с05?0 
Сома ааа И 29) +а-2? а) аа =). (20 
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В случае, когда а«=0 элементы (21) матрицы С совпадают с соответствующими элементами 
этой матрицы для случая совпадения нормали к границе и направления оси симметрии материала, кото- 


д | 
рые представлены формулами (3.82) в [5]. Если © = 5 то получается случай, когда ось симметрии материала 


касательна к поверхности границы и формулы (21) совпадают с выражениями (3.89)—(3.91) в [5]. 

Зная выражения для матриц С, можно построить решения различных задач, используя научно- 
методический аппарат, описанный в [5]. 

Выводы. Предлагаемый научно-методический аппарат успешно использован при определении 
напряженно-деформированного состояния в слоистых конструкциях, выполненных из трансверсально- 
изотропных материалов, и при анализе результатов диагностики состояния плоскослоистых и слоистых 
цилиндрических конструкций, находящихся в эксплуатации. 
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